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Objectifs
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qi = qi (t) : centre de la particule i
Phase solide ω = ω(t) =

⋃N
i=1 B(qi(t), r).

Domaine fluide : ΩF (t) = Ω \ ω(t).
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Equations de Navier-Stokes dans le domaine mobile ΩF (t),{
Du

Dt
− µ�u + ∇p = 0,

∇ · u = 0,

PFD pour les particules

dVi

dt
= −

∫
Γi

σ · n + Fi

(
+ equation sur θ̈i

)
avec σ = µ(∇u + t∇u) − p Id
+ condition de non-glissement

u = Vi + θ̇i × ri on Γi for 1 ≤ i ≤ N.
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Difficulté : mauvais conditionnement

−�u = f −→ Au = b.

Conditionnement : κ = λN/λ1

Mauvais conditionnement : −� ∈ L (L2) est non-borné :
Les Petites valeurs propres correspondent aux valeurs propres
“physiques”de −�. Elles dépendent de la géométrie.
Les Grandes v.p. (non bornées pour l’opérateur continu)
dependent la discrétisation : carré de la plus haute fréquence
capturée par le maillage ∼ 1/h2.

Conditionnement κ =
1

λ1h2
∼ L2

h2
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Mesure la stabilité de l’inversion :

A(u + δu) = b + δb −→ |δu|
| u| ≤

|δb|
|b|

Intervient dans la vitesse de convergence des méthodes itératives
Ex. Algorithme de gradient conjugué : ek = (1 − 2/

√
κ)k .

Nombre d’itérations pour atteindre une précision ε donnée

k ≈ √
κ log ε =

L

h
log ε.

Coût d’une itération (produit matrice vecteur) ≈ (L/h)d .
Coût total ≈ (L/h)d+1.
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Version scalaire du pb fluide particule (avec une inclusion)

Ω

ω

γ

Γ




−∆u = f in Ω \ ω

u = 0 on Γ = ∂Ω

u = U ∈ R on γ = ∂ω∫
γ
∂u/∂n = 0
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Outline Objectifs Problème modèle Formulation point-selle Gestion des contacts

Revient à minimiser

J(v) =
1
2

∫
Ω
|∇v |2 −

∫
Ω

fv

sur
K = { v , ∃W ∈ R , v = W a.e. in ω} .

Bien posé : ∃ une solution unique u ∈ V = H1
0 (Ω).

Rq : u /∈ H2(Ω).
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Approche directe

(H. Hu, B.M., T. Tezduyar)
Kh espace d’approximation pour K : maillage conforme
Comme ω = ω(t), Kh = Kh(t) : approche ALE

→20
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Outline Objectifs Problème modèle Formulation point-selle Gestion des contacts

Domaines fictifs
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Mean Value Constraint formulation
(with J.B. Apoung Kamga, C. Jammes)
New formulation of the constraint

∫
∂ω

µ (u − m(u)) = 0 ∀µ ∈ L2(∂ω) , with m(u) =

∫
∂ω

u

|∂ω| .

Saddle-point formulation∫
Ω
∇u · ∇v +

∫
γ
λ (v − m(v)) =

∫
fv ∀v ∈ H1

0 (Ω)∫
γ
µ (u − m(u)) = 0 ∀µ ∈ L2(∂ω)

Algorithm :∫
Ω
∇uk+1 · ∇v +

∫
γ
λk (v − m(v)) =

∫
fv ∀v ∈ H1

0 (Ω)

λk+1 = λk + ρ(uk − m(uk))
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Handling of contacts

Approach I (Molecular Dynamics) : short range repulsive force
Most commonly used (Glowinski, most granular flow solvers)

Dij < 0
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Approach II (Contact Dynamics) : Non elastic collisions
Body wall problem

q

f

u(0) = 0,

q(t) =

∫ t

0
u(s) ds ∀t ∈ I ,

u̇(t) = f (t) + µ ,

supp(µ) ⊂ {t , q(t) = 0},
u+ = PCqu

− ∀t ∈ I ,

Cq is R whenever q > 0, and R
+ as soon as q = 0.
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Remark : Ill-posed problem
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Multibody formulation

ri

rj

Dij

qi

qj

eij

−eij

u̇ = (u̇1, . . . , u̇N) = f(q, t) +
∑
i<j

µijGij(q(t)),

u+(t) = PCqu
−(t) ∀t ∈ I ,

Gij = ∇Dij ,

Cq = { v , Dij = 0 =⇒ Gij · v ≥ 0} .
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forbidden

forbidden

forbidden

→run grains
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Numerical Scheme fn+1
h (q) =

∫ tn+1

tn f(q, t).

1 Initialization
(q0

h,u
0
h) = (q0,u0).

2 Compute un+1
h as the solution to the constrained minimization

problem

min
u∈Ch(q

n
h)

1
2

∣∣u − un
h − hfn+1

h (qn
h)

∣∣2
with

Ch(q
n
h) = {u,Dij(q

n
h) + hGij(q

n
h) · u︸ ︷︷ ︸

≈Dij(qn
h+hu)

≥ 0}.

3 Update the positions

qn+1
h = qn

h + hun+1
h .
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Complex bodies

q = (q1, . . . ,qN) .

Interaction force : F = −∇qV ,

Elongated structure

V =
k

2

∑
(|qi+1 − qi | − �)2 +

ka

2

∑ qi+1 − qi

|qi+1 − qi | ·
qi−1 − qi

|qi−1 − qi | .

i i + 1i − 1

→60-62
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Red cell

→65
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Forces de lubrification (avec A. Lefebvre)
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Flub ∼ −6πµa2 U

q
ey (Brenner ou Kim)
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q

f

∣∣∣∣∣∣∣
q̈ε = −ε

q̇ε

qε
+ f (t),

qε(0) = q0 > 0 , q̇ε(0) = u0,
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Comportement asymptotique

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Trouver q ∈ W 1,∞(I ) avec q̇ ∈ BV (I ) , γ ∈ BV (I ) , µ ∈ M(I ) , t.q.

q̈ = f + λ in M(I ) ,

supp(λ) ∈ {t, q(t) = 0} ,

q̇+ = PCq q̇
− ,

γ̇ = −λ , γ ≤ 0 , q ≥ 0 , qγ = 0 p.p. sur I ,

q(0) = q0 > 0 , q̇(0) = u0,

with Cq =

∣∣∣∣∣∣
R if q > 0 ,
R

+ if q = 0 and γ− = 0 ,
{0} if q = 0 and γ− < 0.

→80-81-83
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Estimation de la viscosité apparente d’une suspension
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Evolution de la viscosité apparente
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