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C’est quoi les maths ?

Tous les hommes sont mortels, Socrate est un homme, donc

donc

Socrate est mortel.

correction : critère syntaxique

` A⇒ B ` A
` B

Les briques du raisonnement mathématique

` ∀x .H(x)⇒ M(x)

` H(s)⇒ M(S)
` H(S)

` M(S)

Une démonstration mathématique est une construction
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Naissance de la logique mathématique moderne

L’idée de la vérité mathématique définie de manière totalement
objective grâce à des règles syntaxiques.

1872 : la Begriffsschrift de Frege

preuve= structure de donnée
arborescente

vérification mécanique



Un siècle plus tard

La vérification mécanique du
raisonnement devient réalité.

Premier système de preuves : Automath (1968)

N. G. de Bruijn

Les preuves formelles sont construites en fait

Aujourd’hui
Un système de preuves moderne : Coq

I Même principe
I Formalisme un peu plus moderne

Mini-démo
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Good cop, bad cop
Architecture du système de preuves :

compliqué si nécessaire aussi simple que possible

La vérité mathématique est validée expérimentalement !

Mapple, Mathlab, Mathematica ne sont pas des systèmes de
preuves
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Peut-on faire confiance à la machine ?

Des règles logiques bien définies
I Cohérence : question de logique
I Théorème de Gödel : toujours une part d’incertitude de

principe

Le programme doit implémenter les règles
I On peut prouver formellement la correction du noyau
I D’abord une question d’architecture logicielle

On peut rejouer la vérification sur une autre machine, un autre OS,
avec un autre noyau : varier les conditions expérimentales
Les Mathématiques deviennent une science comme les autres !
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A quoi ça sert ?

Ca sert à être sûr.

I En maths
I En informatique : preuves de correction de logiciels critiques

I Logiciels embarqués (ABS, ligne 14. . .)
I Robots médicaux
I Argent en jeu : protocoles de cartes bancaires. . .

On sait prouver des propriétés de programmes !
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More good cop

Nouvelles utilisations de l’ordinateur dans la recherche scientifique :
I Physique : simulations, calcul numériques, Monte-Carlo. . .
I Biologie : génomique, simulations du cycle cellulaire. . .
I Économie : modèles d’interactions entre agents vérifiés par

simulation
I Chimie
I Mathématiques ( !)
I Informatique

On peut établir des vérités jusque là inaccessibles



Le télescope du mathématicien

plus grand nombre premier connu en 1951 :

(2148 + 1)/17 (44 chiffres)

aujourd’hui : 225964951 − 1 (7.816.230 chiffres)
cause du progrès : évidente
Mais aussi de nouvelles mathématiques intéressantes

Quel est le statut des ces "preuves" du point de vue formel ?

Dans quel langage sont-elles écrites ?
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Formalismes calculatoires

Les objets du formalismes sont des programmes : l’addition est
définie par un algorithme.
Qui dit programme dit calcul ; les objets sont identifiés modulo
évaluation.

2 + 2 B 4

par congruence :
2 + 2 = 4 est identifiée à 4 = 4

⇒ preuve par réflexivité.
On n’a pas plus de théorèmes, mais les preuves sont plus courtes.

l’intégration du calcul donne plus de preuves en pratique
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Le calcul est partout

It is not just about the numbers

Certains théorèmes ne semblent pas être de nature
calculatoire. Pourtant leurs seules preuves connues demandent
des calculs importants.

I Le théorème des quatre couleurs (1976)

prouvé in Coq

I La conjecture de Kepler (Thomas Hales, 1998)

Intéressant car les arguments utilisées mélangent de la
déduction mathématique au sens usuel et des gros calculs
mécaniques ; les deux parties sont sophistiquées.

Un problème de standards de vérification
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Les quatre couleurs



Historique
1852 conjecture par Francis Guthrie

1878 conjecture publiée par Cayley

1879 Preuve par Alfred Kempe

1880 Preuve par Tait

1890 Heawood découvre une erreur dans la preuve ; on n’obtient que le
théorème des cinq couleurs.

1913 Birkhoff introduit les configurations réductibles et réduit le problème
aux graphes internement 6-connexes. Contre-exemple a au moins 26
sommets.

1926 au moins 28 sommets (puis 32 en 1937, 36 en 1970)

1969 Heesch conçoit un programme pour obtenir le résultat

1976 Appel et Haken réalisent le programme de Hesch et prouvent le
théorème. La preuve détaille 1476 configurations. La vérification de
leur réductibilité demande 1200 heures de calcul.

1995 Robertson, Sanders, Seymour et Thomas proposent une preuve
simplifiée : 633 configurations seulement. La vérification de la
réductibilité prend 10mn sur un PC moderne.



La formalisation en Coq

Effort de longue durée : commencée à Rocquencourt (1999 ?),
finie en 2004.
Georges Gonthier (INRIA puis MSR) moi-même.

I 20.000 lignes code (de preuve)
I suit les étapes de la preuve de 1995 (633 configurations),
I idées intéressantes sur la formalisation des graphes

planaires,
I Pas mal de publicité (Science, Economist, Süddeutsche,

Science& Vie, La Recherche. . .)

Au départ : un sujet excitant pour essayer les capacités de
calcul de Coq



Où intervient le calcul ?

Revenons en 1879. . .



Qui peut le plus peut le moins

Première remarque : il suffit de savoir traiter les graphes triangulés
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Formule d’Euler

Pour un graphe planaire :

2 + a = s + f

pour un graphe triangulé :

f = 2a/3

Degré moyen : d = 2a/s

d = 6− 12/s

au moins un sommet a moins de 6 voisins
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Configurations

Un ensemble de graphes apparaissant dans tout graphe
planaire triangulé (potentiellement problématique) :

et beaucoup d’autres (633 dans la preuve de 1995).



Reducible configuration

Principle :

configuration
= quasi-triangulation
La configuration est réductible s’il est possible de faire coïncider
tout coloriage de l’extérieur avec un coloriage de la configuration
possiblement après certains réarrangements.

explosion combinatoire



Pour chaque configuration il faut considérer :
I tous les coloriages de la frontière (jusqu’à 500.000)
I toutes les manières dont les composantes bi-colores

intersectent la frontière (jusqu’à 1.500.000)
Vérifier que ces deux ensembles vérifient une condition de clôture
bien choisie.
Pour chaque configuration, on arrive à faire coïncider les coloriages
intérieurs et extérieurs sur la frontière. Parfois jusqu’à 25
re-coloriages sont nécessaires.

“réductibilité” = une forme de model-checking

A la limite du faisable en 1976 ; environ une pour toute la preuve
avec la dernière version de Coq ; une dizaine de minutes pour le
programme C.



The Future : Kepler’s conjecture

Is there a better packing ?

Conjecture : Kepler, 1611 . . .. . . Proof : Hales, 1998
"only to 99%"
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The future : a small piece of Kepler’s conjecture

Lemma 751442360

2.512 ≤ x1 ≤ 2.6962 →
4 ≤ x2 ≤ 2.1682 →
4 ≤ x3 ≤ 2.1682 →
4 ≤ x4 ≤ 2.512 →
4 ≤ x5 ≤ 2.512 →
4 ≤ x6 ≤ 2.512 →

−x1x3 − x2x4 + x1x5 + x3x6 − x5x6 +
x2(−x2 + x1 + x3 − x4 + x5 + x6)vuuuuuuuut4x2

0BBBBB@
x2x4(−x2 + x1 + x3 − x4 + x5 + x6) +
x1x5(x2 − x1 + x3 + x4 − x5 + x6) +
x3x6(x2 + x1 − x3 + x4 + x5 − x6)
− x1x3x4 − x2x3x5 − x2x1x6 − x4x5x6

1CCCCCA

< tan
(

π
2 − 0.74

)



Des flottants dans les preuves

Les algorithmes permettant d’établir de telles inégalités viennent
souvent de domaines plus "appliqués" (robotique, physique. . .).

Pour des calculs efficaces, on aime utiliser des nombres flottants.

Question habituelle : les erreurs d’arrondi !

C’est une domaine actif en informatique : L’arithmétique des
ordinateurs.

On veut importer ces technologies dans nos preuves



Conclusions

I Des arguments plus complexes grâce au calcul informatique :
perte de l’intuition.
Comment être néanmoins sûr ? utiliser l’informatique !

I L’élégance mathématique n’est pas perdue ; mais elle change.
I Rapport à la vérité est modifié.
I Impact des méthodes formelles en mathématiques :

grandissant.
I Impact des méthodes formelles en Physique : pas tout de suite.
I Nécessité d’une plus grande culture algorithmique
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Pour en savoir plus

I Un livre : "Les Métamorphoses du Calcul", Gilles Dowek (Prix
de Philosophie de l’Académie Française, 2007).

I Conférence de Gilles Kahn
www.inria.fr/MULTIMEDIA/Didactheque-fra.html

I Un petit article : Mathematics, an experimental science,
Herbert Wilff.

I Une conférence de Michel Serre
www.inria.fr/40ans/forum/video.fr.php


