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A person who never made a mistake
never tried anything new

A. Albert Einstein (1878 - 1955)
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La mesure et le cosmodétecteur

Incertitude sur un comptage

Position du problème : aspect aléatoire du comptage

Expérience realisée 24 fois (temps 2 min par intervalle de 5 s)
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Incertitude sur un comptage

Loi binomiale

On considère un tirage ayant deux possibilités : l’une négative
(e = 0), l’autre positive (e = 1)
La probabilité, à chaque tirage, que celui-ci soit positif est p et
qu’il soit négatif est q = 1− p
On appelle r le nombre de succès après N tirages aléatoires
La probabilité PN,p d’obtenir r succès est modélisée par une
distribution binomiale donnée par la relation suivante :

PN,p(r) = CrN .p
r.qN−r =

N !

r!(N − r)!
pr(1− p)N−r

I PN,p(r) représente la probabilité d’obtenir la valeur r lorsqu’il
y a N tirages aléatoires, avec la probabilité p qu’à chaque
tirage le résultat soit positif.

I La variance d’une telle loi est donnée par : σ2 = Np(1− p)
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Incertitude sur un comptage

Loi binomiale

Illustration : le jeu de pile ou face à 4 pièces

On lance 4 pièces (N = 4) et on compte le nombre de face
obtenus, r.
Quelle est la probabilité d’obtenir les différentes valeurs
possibles de r = 0, 1, 2, 3, 4 ?
La probabilité d’obtenir face pour une pièce est p = 1

2 .
On a alors :

P4, 1
2
(r) = Cr4 .p

r.q4−r =
4!

r!(4− r)!

(
1

2

)4

Par exemple :

P4, 1
2
(0) =

4!

0!(4− 0)!

(
1

2

)4

= 1×
(

1

2

)4

= 0, 0625
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Incertitude sur un comptage

Estimation des fluctuations de comptage

Application au cosmodétecteur

On considère N comptage de durée ∆t
Pour un nombre x de muons détectés durant ∆t, on considère
p la probabilité d’avoir ces x muons.
Cette probabilité n’est pas connue a priori, on est obligé de
l’estimer :

p̄ =
1

N

∑N
i=1 ei =

n

N
avec ei = 1 si le comptage est x

La variance estimée : s2
p̄ = n(1− n

N
) soit sp̄ =

√
n(1− n

N
)

Remarques

si N est très grand, on a sp̄ ≈
√
n

si n est très grand, on tend vers une loi normale de moyenne

k = Np̄ et d’écart-type sp̄ =

√
n(1− n

N
) ≈
√
n
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Incertitude sur un comptage

Estimation des fluctuations de comptage

Exemple pour le bin 8 muons sur 5s

On a ici p̄ =
10

24
et n = 10.

On trace la binomiale pour ce bin

P24, 10
24

(r) =
24!

r!(24− r)!

(
10

24

)r
(1− 10

24
)24−r

On a l’écart-type expérimental : s ≈
√

10 = 3, 3
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Erreur systématique sur le cosmodétecteur

Erreurs systématiques

Sur le cosmodétecteur, comme sur n’importe quel appareil de
mesure, il y a des sources d’erreurs systématiques.
Ces erreurs sont traitées en post-traitement
Pour le cosmodétecteur, il existe deux sources d’erreurs
systématiques qui interviennent sur toutes les mesures :

I l’efficacité des “plaques” (scintillateur+photomultiplicateur)
I le temps mort de comptage
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Erreur systématique sur le cosmodétecteur

Efficacité du cosmodétecteur

L’efficacité des plaques

L’efficacité d’une “plaque” mesure la capacité qu’a celle-ci à
détecter un muon qui passe effectivement dans le scintillateur
Pour mesurer l’efficacité d’ume plaque, on la place entre deux
autres. Pour différentes tension d’alimentation du PM, on
calcule le rapport

n123

n13
.
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Erreur systématique sur le cosmodétecteur

Efficacité du cosmodétecteur

Application au cosmodétecteur

On peut considérer que le cosmodétecteur à une efficacité de
e = 98, 5%.
Les valeurs sont comprises entre 98% et 99%. On peut
considérer que l’on a une distribution rectangulaire de
demi-largeur 0,5%

L’incertitude-type est donc ue =
1√
12

= 0, 29%

On a alors l’efficacité e = 98, 50± 0, 29%.
Il faut multiplier les résultats bruts du détecteur par le
coefficient : ke = 1, 015228± 0, 000030

Si on a deux détecteur en coïncidence, il faut mettre ce
coefficient au carré.

ncorr = k2
e .nbrut et uncorr = ncorr

√(
2
uke
ke

)2

+

(
unbrut
nbrut

)2
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Erreur systématique sur le cosmodétecteur

Temps mort du cosmodétecteur

Temps mort

Lorsque l’on trace la courbe des coïncidences entre deux
scintillateurs, on constate que les comptages ne commencent
pas au temps zero mais légèrement après, cela est dû à un
temps mort.

On peut lire sur la courbe suivante que le temps mort est de 3 s
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Erreur systématique sur le cosmodétecteur

Temps mort du cosmodétecteur

Application au cosmodétecteur

Par exemple, pour un temps de comptage de 200 s, il y a donc
1,5% du temps où l’appareil ne compte pas.
Il faut donc multiplier les résultats par un coefficient
ktmort = 98, 5%.
Pour l’incertitude sur l’évaluation de ce temps mort, on peut
prendre un intervalle compris entre 2,5 s et 3,5 s.
On a alors une distribution rectangulaire comprise entre 2,5 s
et 3,5 s.

L’incertitude-type : uktmort =
1√
12

= 0, 14%

ktmort = 98, 50± 0, 14%

ncorr2 = ktmortncorr et

uncorr2 = ncorr2

√(
uktmort
ktmort

)2

+

(
uncorr
ncorr

)2
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Exploitation d’un graphique par la méthode des moindres carrés

Présentation de la méthode

On réalise le mesurage d’un ensemble de couples de valeurs {xi, yi}.
On place alors sur un graphique l’ensemble des points expérimentaux
de coordonnées {xi, yi} obtenus.
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Exploitation d’un graphique par la méthode des moindres carrés

Présentation de la méthode

Imaginons que chaque point expérimental soit relié à une barre
représentant la droite de régression linéaire par un ressort de
raideur k et de longueur à vide nulle.
La barre est alors en équilibre mécanique stable si son énergie
potentielle élastique est minimale.
Si on note Li l’élongation du ressort assossié au point (xi, yi),

l’énergie potentielle élastique de la barre est minimale si
N∑
i
L2
i

est minimale
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Exploitation d’un graphique par la méthode des moindres carrés

Présentation de la méthode

La méthode des moindres carrés consiste donc à chercher l’équa-
tion de la droite ŷ = âx + b̂ par mis tous les ax + b possibles,
qui minimise la grandeur

C =
N∑
i

(yi − ŷi)2

Cela revient alors à chercher les valeurs de a et b telles que :(
∂C

∂a

)
â

= 0 et
(
∂C

∂b

)
b̂

= 0
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Méthode du χ2

Introduction

Soit un ensemble de n couples {(xi, yi)} que l’on sait relier
par une loi y = f(x,

−→
θ ) avec

−→
θ = θ1, θ2, . . . est l’ensemble

des paramètres inconnus.
L’ajustement de f aux données {(xi, yi)} consiste à trouver la
valeur des paramètres

−→
θ qui correspondent le mieux aux

données.
On va créer une grandeur qui mesure l’accord entre les
mesures et la courbe théorique

I cette mesure va dépendre des paramètres
−→
θ

I la valeur des paramètres donnant le meilleur accord sera
choisie comme estimateur de ces paramètres
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Méthode du χ2

Principe de la méthode

Les paramètres optimaux devront minimiser la grandeur :

K2(
−→
θ ) =

n∑
i=1

(
yi − f(xi,

−→
θ )

σi

)2

avec σi =
√
Ni

Il faut résoudre par rapport aux paramètres
−→
θ le système

d’équations :

∂K2(
−→
θ )

∂
−→
θ

= 0
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Méthode du χ2

Principe de la méthode

Signification qualitative

Hypothèse : incertitudes ont des distributions normales. Dans
ce cas chaque point de mesure suit une loi normale, alors la

fonction à minimiser s’apparente à un test de χ2
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Méthode du χ2

Principe de la méthode

Signification qualitative

Au niveau de chaque point expérimental, on considère la
distance entre le point expérimental et le point du modèle.

La minimisation de K2 par rapport à
−→
θ permet de trouver le

modèle passant au plus près des points expérimentaux.
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Méthode du χ2

Principe de la méthode

Le système ne peut généralement pas se résoudre
analytiquement. Utilisation des algorithmes de minimisation
numérique.

L’estimateur de
−→
θ est donné par la valeur

−̂→
θ qui minimise

K2(
−→
θ )

On alors K2
min = K2(

−̂→
θ ) la valeur minimale de K2

La valeur K2
min doit être petite si la fonction ajustée décrit les

données de manière satisfaisante
Cette grandeur mesure donc la qualité de l’ajustement
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Méthode du χ2

Interprétation statistique

Analyse de la pertinence de la modélisation

K2
min est la réalisation d’une variable aléatoire suivant une loi

de χ2 à ν = N − p degré de liberté
N est le nombre de mesures réalisées
p est le nombre de paramètres du modèle (nombre de
dimension du vecteur

−→
θ )

(N − p) représente le nombre de degrés de liberté de la
modélisation
Afin d’obtenir une grandeur dont on peut discuter de la valeur
indépendamment du nombre de mesures réalisées, on définit
alors :

K2
r min =

K2
min

N − p
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Méthode du χ2

Interprétation statistique

Analyse de la pertinence de la modélisation

On peut interpréter qualitativement la valeur de K2
r min de la

manière suivante :

Si K2
r min � 1, la loi n’est pas validée. Cela peut être dû à une

sous-estimation des incertitudes de mesures ou bien le type de
modélisation choisi n’est pas correct.
Si K2

r min ≈ 1, la loi est validée. Bon accord entre la répartition
des points expérimentaux et la droite de régression linéaire.
Si K2

r min � 1, on ne peut pas conclure. Les incertitudes de
mesures ont certainement été largement surestimées.
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Méthode du χ2

Interprétation statistique

Analyse de la pertinence de la modélisation

On peut définir la p-value, qui est la probabilité de faire un
ajustement dont le résultat serait pire que celui observé. C’est
donc la probabilité de trouver un K2

min plus grand que celui
obtenu. Elle est donnée par la densité de probabilité fχ2 de la
loi du χ2
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Méthode du χ2

Interprétation statistique

La p-value quantifie également la qualité de l’ajustement
p− value =

∫ +∞
K2
min

fχ2(x; ν)dx

les tables de données permettent de déterminer les p-values
connaissant K2

min ν
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Méthode du χ2

Exemple : temps de vie du muon et distribution angulaire

Introduction aux deux modèles

Écriture du χ2

Pour un ensemble de couples de valeurs {xi, yi}

χ2
r =

1

N − q

N∑
i=1

(f(xi)− yi)2

σ2
yi

On considère les fluctuations sur yi gaussienne et on prend
σyi =

√
yi

χ2
r =

1

N − q

N∑
i=1

(f(xi)− yi)2

yi
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Méthode du χ2

Exemple : temps de vie du muon et distribution angulaire

Distribution angulaire du flux de muons

Modèle retenu

On utilise le modèle suivant : N(θ) = a. cos2 θ + b

Il y a deux paramètres à déterminer a, b

χ2
r =

1

N − 2

N∑
i=1

(a. cos2 θ + b−Nexp(θi))
2

Nexp(θi)
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Méthode du χ2

Exemple : temps de vie du muon et distribution angulaire

Exemple

Valeurs des paramètres

χ2
r = 1, 53

b = 42, 28

a = 430, 6
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Méthode du χ2

Exemple : temps de vie du muon et distribution angulaire

Temps de vie du muon

Modèle retenu

On utilise le modèle suivant : N(t) = N0. exp

(
− t
τ

)
+ b

Il y a trois paramètres à déterminer N0, b, τ

χ2
r =

1

N − 3

N∑
i=1

(N0. exp

(
− t
τ

)
+ b−Nexp(θi))

2

Nexp(ti)
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Méthode du χ2

Exemple : temps de vie du muon et distribution angulaire

Avec un tableur
Nombre de muons en fonction du temps

N
om

br
e

de
m

uo
ns

0

1 000

2 000

3 000

4 000

5 000

6 000

7 000

temps en ns

0 5 000 10 000 15 000 20 000
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Méthode du χ2

Exemple : temps de vie du muon et distribution angulaire

Avec un tableur
Nombre de muons en fonction du temps
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Méthode du χ2

Exemple : temps de vie du muon et distribution angulaire

Avec Regressi
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Méthode du χ2

Exemple : temps de vie du muon et distribution angulaire

Avec Regressi
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Méthode du χ2

Exemple : temps de vie du muon et distribution angulaire

Avec Regressi
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Méthode du χ2

Exemple : temps de vie du muon et distribution angulaire

Conclusion

Le modèle retenu est : N = A. exp

(
−t
τ

)
+B

τ = 2, 15± 0.04 µs

A = (6, 49± 0, 13)× 103

B = 145± 6

L’incertitude sur τ est directement donnée par le logiciel (Regressi,
par exemple) ou caculée par d’autres méthodes (Monte-carlo)
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